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§ PHẦN 1: GIỚI HẠN CỦA HÀM SÔ 
I. Lý thuyết: Ngoài các kiến thức cơ bản về giới hạn của hàm số có trong SGK Giải tích 
lớp 11 và lớp 12, cần lưu ý thêm một vài nội dung sau: 
 1) Khi gặp các dạng vô định ta thường “khử” chúng bằng các cách sau: 

- Phân tích nhân tử - đặt thừa chung 
- Nhân, chia lượng liên hợp 
- Biến đổi tổng, tích 
- Thêm bớt, tách một hàm thành tổng nhiều hàm 
- Đặt ẩn phụ 
- … 

2) Cần lưu ý và vận dụng linh hoạt các công thức sau: 
0

sinlim 1
x

x
x

 , 
0

1lim 1
x

x

e
x


 , 

0

ln(1 )lim 1
x

x
x


 , 1lim (1 )x

x
e

x
  , lim ( 1)x

x
a a


   , lim 0( 1)x

x
a a


  , 

lim (0 1)x

x
a a


    , lim 0(0 1)x

x
a a


   , lim lg ( 1)ax

x a


   , 

lim lg (0 1)ax
x a


   

0
lim lg ( 1)ax

x a


   , 
0

lim lg (0 1)ax
x a


     

II. Một số ví dụ minh họa: 

Ví dụ 1: (Phân tích nhân tử, đặt thừa chung) Tính 
2

21

...lim
1

n

x

x x x n
x

   


 

Giải: 
2

21

...lim
1

n

x

x x x n
x

   


= 
2

1

( 1) ( 1) ... ( 1)lim
( 1)( 1)

n

x

x x x
x x

     
 

 = 

1

1

1 ( 1) ... ( ... 1)lim
1

n

x

x x
x





     


 = 1 2 ... ( 1)
2 4

n n n   
  

Ví dụ 2: (Thêm bớt, nhân chia lượng liên hợp) Tính 
2 31

1lim
3 3x

x
x x x



  
 

Giải: 
2 31

1lim
3 3x

x
x x x



  
 = 

2 31

1lim
( 3 2) ( 3 2)x

x
x x x



    
 = 

2 31

1lim
3 2 3 2
1 1

x x x x
x x

    


 

 = 
1 2

2

1lim 2
1 2
3 2

x x x x
x





  

 

 

Ví dụ 3: (Đặt ẩn phụ) Tính 
9

0

9 1 1lim
x

x
x

   

Giải: Đặt t = 9 9 1x  . Khi đó 0 1x t   và 
9

0

9 1 1lim
x

x
x

  = 91

1lim
1

9
t

t
t




= 

8 71

9lim
... 1t t t   

 = 1 

Ví dụ 4: (Biến đổi lượng giác) Tính 20

sin( 2 ) 2sin( ) sinlim
x

a x a x a
x

     

Giải: 20

sin( 2 ) 2sin( ) sinlim
x

a x a x a
x

     = 20

sin( 2 ) sin 2sin( )lim
x

a x a a x
x

     =  
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= 2 20 0

2sin( ) os 2sin( ) 2sin( )[1-cos ]lim lim
x x

a x c x a x a x x
x x 

    
  = 

2

20 0

sin
2limsin( ).lim

2

x x

x

a x
x 

  
 
 
 

= -

sina 

Ví dụ 5: Tính 
5

0

ln(3 1) 1lim
x

x

e x
x

    

Giải: 
5

0

ln(3 1) 1lim
x

x

e x
x

    = 
5

0

1 ln(3 1)lim 5 3
5 3

x

x

e x
x x

  
 

 
 = 5 – 3 = 2 

Ví dụ 6: Tính 
2

20

3 coslim
x

x

x
x

  

Giải: 
2

20

3 coslim
x

x

x
x

  = 
2

2 20

3 1 1 coslim
x

x

x
x x

  
  

 
 = 

2 ln3 2

2 20

1 sin 1lim .ln 3 ln 3
ln 3 (1 cos ) 2

x

x

e x
x x x

 
     

 

Ví dụ 7: Tính 3lim
1

x

x

x
x

 
  

 

Giải: 3lim
1

x

x

x
x

 
  

= 

2
1 1

2

2 1lim 1 lim 1 11
2

x
x x

x

x x xx

 

 

 
                   

= e2 

Ví dụ 8: Tính 20

1 os cos3 cos4lim
x

c x x x
x

  

Giải: 20

1 os cos3 cos4lim
x

c x x x
x

  = 20

cos3 cos4 (1 os ) cos4 (1 cos3 ) 1 cos4lim
x

x x c x x x x
x

      =  

= 
2 2

2

2 2 20 0 0

3cos3 cos4 .2sin cos4 .2sin 2sin 22 2lim lim lim
x x x

x xx x x x
x x x  

   = 1 9 8 13
2 2
    

Ví dụ 9: Tính 
0

1 2 1 s inlim
3 4 2x

x x
x x

  
  

 

Giải: Với 0x  , ta có 1 2 1 sin
3 4 2

x x
x x

  
  

 = 1 2 1 s in 3 4 2:x x x x
x x

       =  

= 1 2 1 sin 3 4 2: 1x x x
x x x

            
 = 2 sin 3 1

1 2 1 3 4 2
x

xx x
  

        
 

Vậy 
0

1 2 1 sinlim
3 4 2x

x x
x x

  
  

 = 0 

III. Bài tập: Tính 

1. 
3

0

2 1 8lim
x

x x
x

      (ĐS 13
12

----ĐHQG Khối A-1997) 
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2. 
2

0

2 1 osxlim
x

x c
x

      (ĐS 1 ----ĐHTM -1999) 

3. 
3

12

2 2 6lim
2 2

x x

x xx



 

 


 (ĐS 8 – ĐHTN 2000) 

4.
3

1

3 2lim
1x

x x
x

 


        (ĐS 3
2

----ĐHQG-1998) 

5.
3 2

0

2 1 1lim
sinx

x x
x

    (ĐS 1----ĐHQGHN Khối D-2001) 

6.
23

1

7 5lim
1x

x x
x

  


 (ĐS 7
12

----ĐHSPHN Khối B,D-2001) 

7.
4

lim tan 2 .tan
4x

x x





  
 

 (ĐS 1
12

----ĐHSPHN Khối A-2001) 

8.
3 2

21

5 7lim
1x

x x
x

  


  (ĐS 5
24

 ----ĐH Tài chính kế toán HN -2001) 

9.
3

20

1 2 1 3lim
x

x x
x

     (ĐS 1
2

----ĐH Thủy lợi Khối A-2001) 

10.
0

1 osxlim
1 os xx

c
c




           (ĐS 0----ĐHHH-1997) 

11. 30

1 t anx 1 s inlim
x

x
x

     (ĐS 1
4

----ĐHHH-2000) 

12.
1

3 2xlim
tan( 1)x

x
x

 


    (ĐS 7
4

  ) 

13.
2

lim( ) t anx
2x

x





         (ĐS 1) 

15.
2

1

4 3lim
tan( 1)x

x x
x

 


    (ĐS -2----ĐHDL Hải phòng A-2000 ) 

16. 21

98 1 os3x.cos5x.cos7xlim
83 sin 7xx

c


 
 
 

    (ĐS 1----ĐHAN A-2000 ) 

17.
2 12lim

1

x

x

x
x





 
  

(ĐS e2----HVKTMM-1999) 

18.
0

1 1 sin 3
lim

1 osxx

x
c

 


  (ĐS 6

2
----ĐHQGHN-Khối A-1997) 

19. lim ( )
x

x x x x


    (ĐS 1
2

) 25. Tính 
0

1 a . 1 1lim
m n

x

x bx
x

      (ĐS ma + 

nb) 

20. 32 3lim ( 1 1)
x

x x


    (ĐS 0)  26. Tính 
4

t anx-1lim
2cosx- 2x 


 (ĐS 2 ) 

21. 
a

0
lim

x bx

x

e e
x

  (ĐS a – b)  27. Tính 
0

3 2lim
sinx.cos3x

x x

x

  (ĐS ln 3
2

) 
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22. Tính 
0

6 1ln
2 1lim

x

x
x
x


  (ĐS 4) 

23. Tính 20

os4x-cos3x.cos5xlim
x

c
x

 (ĐS 9) 

24. Tính 
1

0
lim (1 sin 2 ) x
x

x


  (ĐS e2) 
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§ PHẦN 2: NGUYÊN HÀM 

 

 

 
Ví dụ 1.1: Tìm nguyên hàm của hàm số: f(x) = 5 2 27 xx   
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Giải:  
2

5 2 2 257 7x xx dx x dx  
   

 
  =

 

7
2 25

5 77 5 7
7 2 ln 7 7 2 ln 7
5

x xx C x C
 

    


 

Ví dụ 1.2: Tìm nguyên hàm của hàm số: f(x) = cos3x 

Giải: 3 1 3 1 3os os3 cos sin 3 s inx
4 4 12 4

c xdx c x x dx x C      
    

Ví dụ 1.3: Tìm hàm số f(x) biết: f’(x) = ax + 2

b
x

 và f(-1) = 2; f(1) = 4; f’(1) = 0. 

Giải: Ta có: 
2

2( ) ax
2

b x bf x dx a C
x x

      
   

 Mà: 
 
 
 

2
2f 1   2 1

f 1   4 4 1
2

5f’ 1   0 0
2

a b C
a

a b C b

a b C

                 
      



  

Vậy: 
2 1 5( )

2 2
xf x

x
    

  
Ví dụ 2.1: Tính 2 1x xdx  

Giải: Đặt u = x2+1 du = 2x dx 
2

duxdx   

2 1x xdx = 
 3 321 32

2
11

32 2 3 3
2

xdu u uu C C C


       

Ví dụ 2.2: Tính I = 2

t anx
cos

dx
x  

Giải: Đặt u = tanx 2os
dxdu

c x
   
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 I = 
2 2tan

2 2
u xudu C C     

Ví dụ 2.3 : Tính I = 2 2

dx
x a  

Giải: Đặt x = atant    dx = a(tan2t +1) dt  

 I = 
2

2 2

(tan 1) 1 1 1 arctan
(tan 1)

a t dt xdt t C C
a t a a a a

            

Ví dụ 2.4 : Tính I = 2 2 3
dx

x x    

 

Vậy I = 2 1arctan
2 2

x C   
 

 

 
Ví dụ 3.1 : Tính 3

ln xI dx
x

   

Giải : Đặt 
3

2

ln

1
2

dxu x du
x

dxdv vx x

    
    

 

 
   2 3 2 2 2 2 2

ln 1 ln 1 1 ln 1 1 2ln 1
2 2 2 2 2 2 4 4

x dx x xI C C x C
x x x x x x x

              
  

Ví dụ 3.2 : Tính 2 2 1xI x e dx   

Giải : Đặt 
2

2 12 1

2
1
2

xx

du xdxu x
v edv e dx 

   
 

 

 
2 2 1 2 1

2 1

1
2

x x

x

I x e xe dx

J xe dx

 



 






 

 Đặt 2 12 1 1
2

xx

du dxu x
v edv e dx 

  
 

 

 2 1 2 1 2 1 2 11 1 1 1
2 2 2 4

x x x xJ xe e dx xe e C         
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 Vậy 2 2 1 2 1 2 11 1 1
2 2 4

x x xI x e xe e C       

Ví dụ 3.3 : Tính 
 

7

241

x dxI
x




  

Giải : Đặt 

   

4 3

3

2 44

4
1

4 11

u x du x dx
xdv dx v

xx

   
 

      

 

 
   

 
 

44 3 4 4
4

4 44 4 4

11 1 ln(1 )
1 4 1 44 1 4 1 4 1

d xx x dx x xI x C
x xx x x

  
       

      

 
Ví dụ 4.1 : Tính sin

sin os
xdxI

x c x


  

Giải : Gọi cos
s inx cos

xdxJ
x


  

Ta có : I + J = x + C1 
 I - J = 2ln s inx cos x C    

Suy ra 
ln s inx cos

2
x x

I C
 

     

Ví dụ 4.2 : Tính 
x

x x
e dxI

e e




  

Giải : Đặt 
x

x x

e dxJ
e e
  

 Ta có : J - I = x + C1 
  J + I = 2ln x xe e C   

Suy ra :  
ln

2

x xe e x
I C

 
   
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Ví dụ 5.1 : Tính 

 1
dxI

x x


  

Giải : 
 1
dxI

x x


 = 1 1 ln ln 1 ln
1 1

xdx x x C C
x x x

            

Ví dụ 5.2 : Tính 
1 1

dxI
x


   

Giải : Đặt 21 1 2t x t x tdt dx        

 2
1

tdtI
t


  



Tổ Toán – Trường THPT Phan Bội Châu 
----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------  

------------------------------------------------------------------------------------------------ -------     
                                                                           131 

 Đặt 1u t du dt     

 
 

   

12 2 ln

2 1 ln 1 2 1 1 ln 1 1

uI du u u C
u

t t C x x C


   

           


 

Ví dụ 5.3 : Tính 
 1 sinx

cos
dx

I
x


   

Giải : 

   
12

2

1 s inx
cos cos

cos 1 1 s inxln
1 sin 2 1 s inx
ln cos

1 1 s inxln ln cos
2 1 sinx

I dx dx M N
x x

xdxM C
x

N x C

I x C

   


  

 

  


  



 

  

 
                                                               § PHẦN 3:  

CÁC PHƯƠNG PHÁP TÍNH TÍCH PHÂN 
PHƯƠNG PHÁP ĐỔI BIẾN SỐ 
Cơ sở của phương pháp đổi biến số là định lý sau đây: 
Định lý: Cho hàm số f(x) liên tục trên đoạn [a;b] và hàm số x = u(t) có đạo hàm u’(t) liên 
tục trên đoạn [ ;  ]. Hàm số hợp f[u(t)] xác định trên đoạn [ ;  ] và u( ) = a, u( ) = 

b thì: ( )
b

a

f x dx  =  ( )f u t



 u’(t)dt 

1. Đổi biến số dạng 1: 

Cho hàm số f(x) liên tục trên đoạn [a;b], để tính ( )
b

a

f x dx  ta thực hiện các bước sau: 

 * Bước 1: Đặt x = u(t) và tính dx = u’(t)dt 
 * Bước 2: Đổi cận x = a  t =  , x = b   t =   

 * Bước 3:   '( ) ( ) ( )
b

a

f x dx f u t u t dt




   

Ví dụ 1: Tính tích phân:   I = 
2

2 2
0

a

dx
a x

       (a > 0) 

Đặt x = asint, t  [ - 2
 ; 2

 ]   dx = acostdt 

Đổi cận: x = 0   t = 0;    x = 
2
a    t = 

6
  

Do đó I = 
6

2 2 2
0

cos
sin

a tdt
a a t




  = 

66

0 0

dt t




  = 
6
  

Ví dụ 2: Tính J = 2 2
0

a dx
a x       (a > 0) 

Đặt x = atant, t (- ;
2 2
  )   dx =  21 tana t dt  
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Đổi cận x = 0   t = 0;  x = a   t = 
4
  

Do đó J = 
 4 4

4

2

2 2 2 0
0 0

1 tan 1 1
tan

a t
dt t

a a t a a




 
   = 

4a
  

Ví dụ 3: Tính  I =
1

0

1
1

x dx
x


         Đặt cosx t ; I = 2

2


  

Một số bài tập đổi biến số dạng 1 

1. 
2

2

1

2 2x x x dx                  2. 
 1

2

0

1 1
dx
x x                3. 

0

2
11 1 2

dx
x x   

   

  

4. 
2

2

0

1
1

x dx
x


                          5.  

2

0

42
4

xx dx
x




             6. 
3

3 2
1 1

dx
x x
  

7.   
2

0
2

23

4
942 dx

x
xxx  8.  

2

0
2 22xx

dx  

9. 
1

3
0

3
1

dx
x . HD: 3 2 2 2

3 3 (2 1)
1 ( 1)( 1) 1 1 1

A B x C
x x x x x x x x x


   

        
. ĐS: ln2 + 

2 3
  

10. 2
0

sin
4 os
x xdx

c x



 . HD: I = 2
0

sin
4 os
x xdx

c x



 = 2
0

sin
3 sin
x xdx

x



 . Đặt x =  - t thì được I = 

2
0

( ost)
4 os
d c I

c t



 
 . 

ĐS: I = ln 9
8

 .  11. 
4

0

sin +cos
3 sin 2

x x dx
x



 . ĐS: 6
 .  

12. L = 

3
2 2

2
3
2

9 2x dx
x


  Đặt 2 3tanx t  => L = 
4

2

6

2
cos sin

dt
t t




  

4)  D=
2

3
0

3sin 2cos
(sin cos )

x x dx
x x




  Đặt 

2
x t dx dt
     

Ta có: D=
2 2 2

3 3 3
0 0 0

3sin 2cos 3 os 2sin 3 osx 2sin
(sin cos ) (sin cos ) (sin cos )

x x c t t c xdx dt dx
x x t t x x

  

  
 

     . Suy ra: 

2D = D + D = 
2 2 2 2

3 3 2
2 00 0 0

3sin 2cos 3 osx 2sin 1 1 1 1tan( )
(sin cos ) (sin cos ) (sin cos ) 2 2 4cos ( )

4

x x c xdx dx dx dx x
x x x x x x x

   




 
    

   
     

2. Đổi biến số dạng 2: 

Để tính tích phân   '( ) ( )
b

a

f u x u x dx  ta thực hiện các bước sau 

Bước 1: đặt t = u(x) và dt = u’(x)dx 
Bước 2: đổi cận x = a   t = u(a) =   
                          x = b   t = u(b) =   
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Bước 3:   '( ) ( ) ( )
b

a

f u x u x dx f t dt




   

Ví dụ: Tính các tích phân sau: 

a/ I = 
3 2

1

1 ln .lne x xdx
x


                                    b/ J = 

 

3

4

2

2
1 tan
1 t anx

x dx





  

Giải 

a/ tính I. Đặt t = 1 + ln2x   dt = 2 ln x
x

dx 

Đổi cận x = 1   t = 1;    x = e   t = 2 

Do đó I =  1
3

22 2
3 4 33

11 1

1 1 3 3 2 2 1
2 2 2 4 8
dtt t dt t     

    

b/ tính J 
Đặt t = 1 + tanx   dt = (1 + tan2x)dx 

Đổi cận 
2

4

1 3
3

x t

x t





  

   
                  Do đó J = 

1 31 3

2
2 2

1dt
t t

    
  = 2 3

2
  

 Một số bài tập đổi biến dạng 2: 

1, 
2 2

21

1(1 )

1( ) 1

dx
x

x
x



 
  2, 

2

1
2

(1 ) 2 3
dx

x x        3, 
2

3
1 1

dx
x x
           4, 

1

0

3
1

xdx
x


  

5, 
1

2 3
0 ( 8)

dx
x 

  6, 
0

1 1 1

dx

x  
      7, 

2 2

4 2
1

( 1)
3 1

x dx
x x x



 
  8, 

3

2
2 ( 1) 2 3

dx
x x x  

  

9)  A=
7 3

8

7
1

x dx
x






  HD: Đặt 3 7t x  , ta được A=

0 3

3
1

3
8

t dt
t  =

0 0

3
1 1

3 24
8

dtdt
t 


   

 Ta có: 3 2 2

5 15
1 1 12 312

8 ( 2)( 2 4) 2 2 4

t

t t t t t t t


  

      
 

10)   I = 
4 4 46 6 6

2 2 2 2
0 0 0

cot cot cot
os2 os sin sin (1 cot )

x x xdx dx dx
c x c x x x x

  

 
       Đặt cott x  

11)  I = 
0

3
1

1 1
1 1

x dx
x

 
   Đặt 

1 5 8
6

2
0

1 6
1
t tt x K dt

t


   
  

12)   M = 

63
2

3
0 2 1 2 1

dx
x x    Đặt 6 2 1t x   

13)  N = 
4 4

4 2 4

6 6

os
cos sin (1 sin )sin

dx c x dx
x x x x

 

 


   
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Đặt
3 3 3 3

4 4 22 2 2 2

4 4 44 2 2 2 2
1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1sin ( ) ( ( ))
(1 ) (1 ) 1 2 1 1

t t tt x N dt dt dt dt
t t tt t t t t t t
  

         
         

14)   P = 
2 22 2 2

4
2 21 1

2

1 11 11
1 11 ( ) 2

x x xdx dx dx
x x x

x x

 
 

   
     Đặt 1t x

x
   

15)   Q = 
3 23 3

4 2 4 2
0 0

sin sin (1 os )
sin 3sin 3 os os 1

x x c x dxdx
x x c x c x

 




      

 
 

Đặt 
1 1 12 2 2

4 2
2 21 1 1

22 2 2

1 11 11cos 1 11 1 ( ) 1

t t tt x Q dt dt dt
t t t t

t t

 
      

     
    Đặt 1u t

t
   

16)   S = 

1
2

2
0

1 1ln
1 1

x dx
x x


    

Đặt 2 2 2

1 2 2 1 1
1 (1 ) 1 1 2 1

x x duu du dx du dx dx
x x x x u x

 
     

    
 

Hoặc đặt u = 1ln
1

x
x




, du = 2

2
1

dx
x

 

17) 
1

3
0 ( 1) (3 1)

dx
x x 

 . Đặt t = x + 1, dẫn đến 
2

1 . (3 2)
dt

t t t  . Đặt u = t , được 

2

2 2
1

3 1( )
3 2

du
u u


  

18) I =
4

0 1 2 os
dx

c x



 . I = 
2 2

4 4

1 os s in1 2 os( )
4

dx dx
c x xc x

 

 



  

  . Đặt tan
2
xt   

19) I = 
1

3 6
11 1

dx
x x   

 . Nhân tử, mẫu cho lượng liên hợp, được: 

I = 
1 1 6

3
1 1

1 1 1
2 2

xdx dx
x 

 
   = I1 + I2. Tính I2 với t = - x thì I2 = 0 

 Một số phép đổi biến đặc biệt 
Ví dụ 1:  1/ Chứng minh rằng với f(x) là hàm số liên tục trên [a;b] ta có 

  ( ) ( )
b b

a a

f x dx f a b x dx     

     2/  Tính I=
2

4

ln(1 cot )x dx





  

Ví dụ 2:  1/  cho f(x) là hàm số liên tục trên [0;1]. Chứng minh rằng 
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2

0 0

(s inx)dx= f(sinx)dxxf




   

 2/ a, Tính I= 2
0

sin
1 os

x x dx
c x



    b, Tính J = 
2

0 1 sinx
xdx
  

Ví dụ: 3/ Cho f(x) là hàm số liên tục trên [0;1]. Chứng minh rằng 

 
2 2

0 0

(s inx)dx ( osx)dxf f c

 

   

 2/ Tính các tích phân sau:I = 
2

n
0

sin
sin os

n

n
x dx

x c x



   và  J = 
n2

n
0

os
sin osn

c x dx
x c x



    

*( )n  
Ví dụ 4: 1/ Cho hàm số f(x) liên tục trên [0;2a]. Chứng minh rằng 

 
2

0 0

( ) [f(x)+f(2a-x)]dx
a a

f x dx    

              2/ Tính  I = 
3

0

s inx.sin2x.sin3xdx


  

Ví dụ 5: 1/ Cho hàm số f(x) liên tục và f(a+b-x) = f(x) 

 Chứng minh rằng   ( ) ( )
2

b b

a a

a bxf x dx f x dx
   

              2/ Tính   I = 
1

0

( 2 3 )x x x dx    

                                            
 
 
§ PHẦN 4: TÍCH PHÂN TỪNG PHẦN 
I. Công thức:  

b b
b

a
a a

udv uv vdu     (*) 

II. Các dạng tích phân thường gặp: 
Dạng 1: Hàm dưới dấu tích phân có một trong các dạng: 
 P(x).sin(ax+b), P(x).cos(ax+b), P(x). ( )ax be   trong đó P(x) thường là đa thức, có thể 
là phân thức hữu tỷ hoặc vô tỷ của x 
 Từng phần với u = P(x), dv là biểu thức còn lại 
Dạng 2: Hàm dưới dấu tích phân có dạng P(x).lnf(x) 
 Từng phần với u = lnf(x), dv là P(x)dx 
Dạng 3: Hàm dưới dấu tích phân có dạng . ( )ax be sin cx d  (1) hoặc . ( )ax be cos cx d  (2) 
và sin[ln(ax+b)] (3) hoặc cos[ln(ax+b)] (4) 
 Từng phần hai lần, xuất hiện lại tích phân ban đầu với u = ax be   hoặc u = sin(cx+d) 
(u = cos(cx+d)) cho (1) hoặc (2) và u = sin[ln(ax+b)] hoặc u = cos[ln(ax+b)] cho (3) hoặc 
(4) 
Dạng 4: Hàm dưới dấu tích phân phụ thuộc vào số tự nhiên n. 
 Từng phần bằng cách thiết lập công thức truy hồi. 
Dạng 5: Hàm dưới dấu tích phân là tổng của hai hàm gồm một hàm có nguyên hàm đã biết 
hoặc dễ thấy và hàm kia thường có dạng gần với các dạng 1, 2, 3. 
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Nhận xét:  
Nói chung: 

- Với dạng 1, tùy theo bậc của P(x), có thể phải dùng phương pháp tích phân 
từng phần nhiều lần hoặc dùng phương pháp truy hồi. 

- Với dạng 2, tùy theo bậc của hàm logarit mà có thể phải tích phân từng phần 

nhiều lần và cuối cùng,
b

a

vdu  thường là tích phân của phân thức hữu tỷ. 

Nói riêng: Một số tích phân cần đặt u một cách linh hoạt sao cho việc tính du và v dễ thực 
hiên, nhất là khi P(x) là một phân thức (Xem minh họa ở phần III) 
III. Một số bài tập minh họa các dạng trên: 

1. I = 
1

2
0

.
( 1)

xx e dx
x   (Dạng 1) 

Từng phần u = x.ex, dv = 2

1
( 1)

dx
x 

 thì I = 
1

01

xxe
x



+ 
1

0

xe dx  hay I = 1
2
e
 .  

2. I = 2
1

ln
( 1)

e

e

x dx
x  . (Dạng 2)  

Từng phần u = lnx, dẫn đến việc tính 
1 1

1 1
( 1) 1

e e

e e

dx dx
x x x x

       . Kết quả I = 0 

3. I = 
4

3

0

.sin 4xe xdx



 . (Dạng 3) 

Từng phần u = e3x, dv = sin4xdx, được: I = 
3
41 3( 1)

4 4
e J



  .  

Với J =
4

3

0

. os4xdxxe c



 , từng phần lần hai tương tự, được J= 3
4

I . Suy ra I = 
3
44 ( 1)

25
e



  

 4. I = 
2

1

sin ln
e

xdx



  (Dạng 3) 

Từng phần u = sinlnx, dv = dx, được I = 
2

2

1
1

.sin ln oslnxdx
e

ex x c




  = 2e


 - J 

Từng phần lần hai tương tự, được J = -1 + I. Suy ra I = 21 ( 1)
2

e


  

 5. I = 
1

3 2

0

(2 8 4 ) xx x x e dx    (Dạng 4) 

Xét In = 
1

0

.n xx e dx . Khi đó In+1 = 
1

1

0

.n xx e dx  . Từng phần In+1 với u = xn+1, dv = e-xdx, ta 

được công thức truy hồi: In+1 = 1
e

  + (n + 1)In   (*). 

Áp dụng công thức (*) với n = 0, 1, 2 ta lần lượt được: I1 = 1 - 2
e

, I2 = 2 - 5
e

, I3 = 6 - 16
e

. 

Vậy I = 2I3 – 8I2 + 4I1 = 0. 
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 6. I = 
/ 2

0

1 sinx . x
1+cosx

xe d
 
  (Dạng 5) 

I = 
/ 2 / 2

0 0

s inx
1 osx 1+cosx

x xe edx dx
c

 


   = I1 + I2.  

Từng phần I1 với u = ex, dv = 
2

1 1 ( )
1 osx 2os

2

xdx d
xc c




 

I1 = 
/ 2 / 2

0 0

tan tan
2 2

x xx xe e dx
 

   = 
/ 2

/ 2

0

s inx
1+cosx

xee dx


    = / 2e  - I2. Suy ra I = / 2e  

IV. Bài tập áp dụng:  

1) I = 
/ 2

2

0

. osx c xdx


  (I = 
2 1

16 4


 ),          J = 
/ 4

2
0 os

x dx
c x



 ( J = ln 2
4

 ), 

K = 
/ 3

2
0

.s inx
cos
x dx

x



  (K = 2 ln(2 3)
3

  ,  L = 

/ 4

3
/ 6

cos
sin
x x dx

x




  (L = 1 (1 3)

2 2

  ,             

M = 
1 2

2
0 ( 2)

xx e dx
x    (M = e/3 + 1)             N =

/ 4
2

0

. tanx xdx


  

2) 
1

0

os xdxxe c   ( 2

1
1
e






),   
1

2

0

sinxe xdx   (
2

2

( 1)(1 4 )
2 8

e 


 


),  

/ 4

0

sinx xdx


    ( 23 12
2
  ) 

3)
2

2

1

1ln(1 )x dx
x

   ( 10 13ln 3 ln 2
3 6

  ),  
1

2

0

ln( 1)x dx    ( 2 ln 2
2

  ),  

2

2 2
1

2 ln
( 1)

x xdx
x     ( 1 8 1ln ln 2

2 5 5
 ),  

/ 2

0

osx.ln(1+cosx)dxc


   ( 1
2

 ), 

1 2

2
0

ln( 1)
1

x x x dx
x x

 

 
    ( 1 1 2(2 2 1) ln(1 2) 2

3 9 9
    ) 

4)
2

2

1 1
lnln

e

e

dx
xx

  
    (e – e2/2), 

1

0

1 sinx
1+cosx

xe dx
  ( / 2

1
e
 ), 

/ 2 1+cosx

0

(1 osx)ln
1 sinx
c dx

  
  

  ( /2 – 1) 

5)  

1
2

2
2

2

ln
11

x x dx
xx 

 . Đặt 
2

2

1 1ln ( )1 2(1 )

1
1

xu du dxx x x
xdv v x

x

      
     

 

6)  
2

2
0

sin
(1 cos )

x x dx
x



             Đặt 
2

sin 1
(1 cos ) 1 cos

u x du dx
xdv v
x x

 
     
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7)   R = 
43

3

4

sin
cos

x dx
x




  Đặt 

3 2

3 2

sin 3sin
sin 1
cos 2cos

u x du xdx
xdv dx v
x x

  
  

   

 

8)   V = 
1 2

2
0 ( 2)

xx e dx
x   Đặt 

2

2

( 2)
1 1

( 2) 2

x xu x e du xe x dx
u

dv v
x x

    
       

 

9)  G = 
2

2 2
4 4 4

2 2
0 0 0

1( )
(1 cos ) (1 cos )

x
x xee x dx xe dx dx

x x

  


  
     

10)   U = 
0 8

4 3
3 ( 1)

x dx
x   Đặt 

5 4

3

4 24 3

5
1

8( 1)( 1)

u x du x dx
x vdv dx

xx

   
       

 

=> U = 
0 05 4

4 2 4 2
33

5
8( 1) 8 ( 1)

x x dx
x x

 
   

Để tính U1 = 
0 4

4 2
3 ( 1)

x dx
x  lại đặt 

1
3

1 4 2( 1)

u x
xdv

x



  

 

11) Cho In = 
1

ln ( )
e

nx xdx x N . Tìm hệ thức liên hệ giữa In+1 và In. Tính I3. 

(
2

1
1

2 2n n
e nI I


  ,  I3 = 

2 3
8

e  ) 

12) I = 2 2 3 4

1

(ln ln ln ln )
e

x x x x x dx     (
356 1

81
e  ) 

13) Cho In = 
/ 4

0

tan ( )n xdx n N


 . Tìm hệ thức liên hệ giữa In và In+2. Tính I5 và I6. Từ đó 

suy ra J = 
5/ 4

0

osx-sinx
cosx+sinx
c dx

  
 
    (In+2 = 1

1n
 - In.  J = 

/ 4
5

0

tan xdx


  = I5 = 1ln 2
4

 ) 

14) Cho In = 
1 2 1

2
0

( )
1

nx dx n N
x






 . Chứng minh: (2n + 1)In = 2  - 2nIn-1 với n  1 
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§ PHẦN 5: ỨNG DỤNG TÍCH PHÂN 
 

A. DIỆN TÍCH HÌNH PHẲNG 
Phương pháp tổng quát: Ngoài phương pháp xác định công thức diện tích bằng đồ thị, ta 
đều có thể phân miền diện tích cần tính bởi nhiều miền con, sao cho trong mỗi miền con 
ứng với [a;b] , phương trình : f(x)=g(x) vô nghiệm trên [a;b], sau đó ta sử dụng công thức 
diện tích trên mỗi miền con như sau : 

 | ( ) ( ) | | [ ( ) ( )] |
b b

a a

S f x g x dx f x g x dx     .  

 Tổng các diện tích miền con này là diện tích cần tính. 
 Ta có thể phân loại bài toán tìm diện tích hình phẳng theo số cận đã cho 
§1 Loại 1:  Biết 2 cận tích phân. Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị: y=f(x) 
; y = g(x) và  x = a ; x = b 

1 . Cho hàm số 2
1





xy
x

 có đồ thị (C).Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị 

(C), trục hoành và các đường thẳng x = -3 và x = -2.  

2 . Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị ln xy
2 x

 , y = 0, x = e, x = 1  

3 . Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị 3
1

(1 )
y

x x



 trục Ox; x=1; x=2 

4 . Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường  y = lnx ,y = 0, x = 1
e

, x = e  

5 . Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường y = lnx, x =
e
1  và x=e. 

6 . Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị  (P): y = x2 – 2x + 2 và tiếp tuyến 
của nó tại M(3;5) ;y= xex/2, y= 0,x= 0, x= 1 

7 . Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị  
2 6 ( )
2 2

x xy C
x
 




, 0y, tiệm cận xiên 

của (C), x = 12. 
8 . Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị  4 4sin cosy x x   ; trục Ox 

2
x 
  ; x       

9 . (ĐHBK HN 2000) Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi : y = sin2x.cos2x ; y = 0 
; x = 0 ; x = /2    

10 . (ĐHKT 2000) Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi : y = 4

4
1

x
x 

 ; trục hoành ; và  

hai đường thẳng x = 1 ; x = -1  

11 . Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường: y= xe 2
x

, y=0, x=0 và x=1. 
12 . Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị các hàm số : y = x.ex ; y = ex ; x = 0 

và x = e. 
13 .(HVBCVT 2000) Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi : 

     y = 2 3 121 2sin ; 1 ; 0;
2 2
x xy x x 


        

14 .(ĐHKT 94) Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi : 2 4 3 ; 3y x x y x      
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15 .(ĐHTL 99) Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi : 2 3 3 ;
2 2

y x x y x       

16 . (ĐH Huế 99) Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi : x = 1 ; x = e ; y = 0 ; y = 
ln
2

x
x

    

17 . (HVKTQS 2000) Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi :  

                            y = 2 2

1 1; ; ;
sin cos 6 3

y x x
x x

 
     

18 Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường
x

xy ln1
 ; 0y  1x ; ex  . 

 
19 Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi xy  , xxy 2cos , 0x  và bx   
 

 
§ 2 Loại 2: Chưa biết cận nào.Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị: y =f(x) ; 
y = g(x) (2 đường cong tự cắt). 
Ta giải phương trình f(x)=g(x) , rồi xác định công thức diện tích 

1 . Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số y ==  
2 2

3
x x

x
 


và trục hoành. 

2 . Tìm diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị của hàm số 2 4 3  y x x  và đường thẳng  y 
= - x + 3 . 

3 .(HVBCVT 97) Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi : y = -x2 + 2x ; y = -3x 
4 . Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị các hàm số sau: 2y x  và y x . 

5 .  Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị ln
2

xy
x

  ; trục Ox; 

6 . ĐH, CĐ khối A – 2007: Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường: 
   xy e 1 x , y 1 e x    .  

7 . Tham khảo khối B – 2007: Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường 
 

2

1
0 à 

1


 


x x
y v y

x
. 

8 . Tham khảo khối B – 2007: Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường 
2 2à 2  y x v y x .  

9 Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường xy 22  ; xxy 42    
 

10 Parabol xy 22  chia hình phẳng giới hạn bởi đường tròn 822  yx thành hai phần. Tính 
diện tích mỗi phần đó. 
 

11 Đề thi chung của Bộ GDDT- khối A_2002 
Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường 342  xxy , 3 xy  ĐS: 

dvdt
6

109  

 
12 . Đề thi chung của Bộ GDDT- khối B_2002 

 Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường 
4

4
2xy  và 

24

2xy   
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13 Chứng minh rằng khi m thay đôiỉ thì Parabol   1: 2  xyP luôn cắt đường thẳng 
  2:  mxyd tại hai điểm phân biệt. Hãy xác định m sao cho phần diện tích giới hạn bởi 
đường thẳng và Parabol nhỏ nhất. 
 

14 Cho đường tròn (C): 822  yx và Parabol (P): xy 22  . Tính diện tích hình phẳng giới 
hạn bởi Parabol và đường tròn.  

 

 
15 Cho Parabol (P): 2xy  và hai điểm A, B chạy trên Parabol sao cho AB = 2. Tìm vị trí của 

A và B sao cho diện tích hình phẳng giới hạn bởi Parabol (P) và đường thẳng AB có giá trị 
nhỏ nhất. ĐS: A( -1; 1), B(1; 1). 
 
 
§ 3 Loại 3: Biết 1 cận tích phân .Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị: y =f(x) 
; y =g(x) và đường thẳng x = a . Một cận đã biết x= a, Ta tìm cận còn lại bằng cách 
giải pthđgđ: f(x) = g(x), rồi xác định công thức diện tích 

1 . Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị các hàm số y = ex ,y = 2 và đường thẳng x = 
1. 

2 . Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường y = lnx, x =
e
1  và x=e. 

3 . Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường 
2

2 x 8y x ,  y = ,  y =
8 x

   

    

4 . Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường: 
1 ; 0; 4xy y x

x


    

5 . (ĐHTCKT 2000) Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi : y = ex ; y = e-x ; x = 1  

6 . (ĐHCĐ 99) Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi : 
2

2 8; ;
8
xy x y y

x
      

7 .(ĐHSP HN 2000) Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi : 2 1 ; 5y x y x     
8 .   y = x3 - 1 và tiếp tuyến y = x3 - 1 tại M( -1 ; -2 ) . 

9 . Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị các hàm số y=xlnx, y=
2
x  và đường thẳng 

x=1  

10 . Tính diện tích của hình phẳng giới hạn bởi các đường:   :C y x ; 2:d y x   và 
trục Ox. 

11 . Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị  Ox, Oy , (C): y = 2x 1
x 1



 

12 . (HVBCVT 99) Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi : y = 2x ; y = 3 – x ; x  = 0  
13 Đề thi chung của Bộ GDDT- khối D_2002 

Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đường cong 
1

13




x

xy và hai trục tọa độ 

 
§ 4 Loại 4: Diện tích bởi 3 đường . Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị: y 
=f(x) ; y =g(x);y =h(x)(Chưa biết  cận).Ta giải các phương trình 
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f(x)=g(x);g(x)=h(x);f(x)=h(x), dựa vào nghiệm các pt này xác định cận tích phân trong 
công thức diện tích, xác định các miền diện tích cần tính. Nếu thuận lợi nên vẽ cụ thể 
đồ thị 3 hàm số, căn cứ đồ thị để tính diện tích từng phần rồi cộng lại. 

.      
1 . Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị các hàm số: , 2 , 0   y x y x y  

2 . Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường sau: 3ln , , 0
3 3

xy x y y
e e

   
 

. 

 
3 . Tính diện tích hình phẳng (H) giới hạn bởi các đường: y = x2-2x và hai tiếp tuyến với đồ 

thị của  hàm số này tại gốc tọa độ O và A(4 ; 8)  
4 . Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường sau: 2y x ; 24y x ;y = 4          
5 . Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường sau: 2 2 2y x x   ; 2 4 5y x x   ;y=1                                        
6 . (HVQY 97) Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi : y = 0 ; (C) : y = x3 – 2x2 + 4x  - 3 và 

tiếp tuyến với (C) tại điểm có hoành độ x = 2  
7 . Cho hàm số y = 


3 1

1
x
x

 có đồ thị là (C).Tính diện tích tam giác tạo bởi các trục tọa độ và 

tiếp tuyến của (C) tại M(–2; 5). 
8 . Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi (C): y= x2+3x2, d1:y = x1 và d2:y=x+2 
9 . Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường sau: Đồ thị (C): 4 2y  x –  x , trục Oy và tiếp 

tuyến với đồ thị tại A(1 ; 0). 
10 . Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường sau: Đồ thị (C): 3y  x  –  1 và tiếp tuyến với 

(C) tại điểm (1 ; 2).    
11 . Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường sau: (C): y = – x2 + 2x + 3  và 2 tiếp tuyến tại 2 

điểm A(0;3); B(3;0) 
12 . Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường sau: (C): y = x2 – 2x + 2  và các tiếp tuyến xuất 

phát từ điểm A(3/2;– 1) 
 

13 Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường 
x

yxyxy 27,
8

,
2

2   

 
 

B. THỂ TÍCH VẬT THỂ TRÒN XOAY 
 

§ 1 THỂ TÍCH DO HÌNH PHẲNG QUAY QUANH  OX 

1 . Tính thể tích hình phẳng (H) giới hạn bởi các đường: xe 1; 0; 0; ln4y y x x      
khi (H) quay quanh trục hoành. 

2 . Tính thể tích khối tròn xoay tạo thành khi cho hình phẳng giới hạn bởi đổ thị hàm số    y 
= - lnx và đường thẳng x = e quay quanh trục Ox. 

3 . Tính thể tích vật thể tròn xoay sinh bởi miền (D) giới hạn bởi : y = xex ; x = 1 ; y = 0 ( 0  
x  1) quay quanh Ox  

4 . Tính thể tích của khối tròn xoay tạo thành khi quay quanh trục tung hình phẳng giới hạn 
bởi các đường y = lnx, trục tung và hai đường thẳng y = 0, y = 1. 

5  (ĐHNN I 97) Tính thể tích vật thể tròn xoay sinh bởi miền (D) giới hạn bởi : (D) : y = tgx 

; x = 0 ; x = 
3
  ; y = 0  
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6 .(ĐHXD 97) Tính thể tích vật thể tròn xoay sinh bởi miền (D) giới hạn bởi : y = xlnx ; y = 
0 ;  
 x  = 1 ; x = e quay quanh  Ox  

7 .(ĐHXD 94) Tính thể tích vật thể tròn xoay sinh bởi miền (D) giới hạn bởi : x2 + (y – 2)2 = 
1 quay quanh Ox  

8 .(HVKTQS 99) Tính thể tích vật thể tròn xoay sinh bởi miền (D) giới hạn bởi : y= 0 ;  

y = 4 41 cos sinx x   ; x = 
2
  ; x=  quay quanh Ox  

9 . Tính thể tích của khối tròn xoay được sinh bỡi hình phẳng giới hạn bỡi hình phẳng giới 

hạn bởi các đường :  cossin sin ; 0 ; 0 ;
2


    xy x e x y x x  khi nó quay quanh trục Ox. 

10 . (ĐH, CĐ khối B – 2007): Cho hình phẳng H giới hạn bởi các đường y xlnx , 
y 0, y e  . Tính thể tích của khối tròn xoay tạo thành khi quay hình H quanh trục Ox.  

11 . Tính thể tích khối tròn xoay tạo thành khi quay quanh trục tung hình phẳng giới hạn bởi 
các đường y = x2 và y = 6  - | x | . 

12 . Tính thể tích các vật thể tạo nên khi quay quanh Ox hình phẳng S với S được giới hạn 
bởi:  

  1)  S là (E) : 12

2

2

2


b
y

a
x   

  2)  S là x2 + (y – b)2 = a2                     

  3) (C) : y = 
Cosx

1  ; trục Ox ; x = 0 ; x = 
4
  

  4) (C) : y = 
4

4
x

   ; trục Ox ; x = 0 ; x = 2         

  5) y = 0 ; xxxy 22 sincos   ; x = 0 ; x = 
2
  

  6)  Hình tròn x2 + (y – 2)2  1 
7 Thể tích khôí tròn xoay khi quay quanh trục hoành hình phẳng giới hạn bởi 

xxx 66 sincos  , 0y , 0x  và 
2


x  

 
§ 2 THỂ TÍCH DO HÌNH PHẲNG QUAY QUANH  OY 

1. Tính thể tích khối tròn xoay sinh ra khi quay hình phẳng giới hạn bởi các đường sau 
quanh trục oy:  , 2 , 0y x y x y    . 

2. Tính thể tích của vật thể tròn xoay sinh ra bởi hình phẳng (H) quay quanh trục Oy và 
hình phẳng (H) giới hạn bởi các đồ thị: 
a) y = x3 , x = 0 , y = 1, y = 2. 
b)  y = x2 - 4x + 3, y = -1, y = 3. 
3. Tính thể tích của vật thể tròn xoay sinh ra bởi hình phẳng (H) quay quanh trục Oy và 
hình phẳng (H) giới hạn bởi các đồ thị: 
a) y = x 2 - 4, y = -1 , y = 1 ; x = 0. 
b) y = lnx , y = 0 , y = 1 , x = 0. 
4. Cho hình tròn có tâm I(2 , 0) , bán kính R = 1 , quay quanh trục Oy. Tính thể tích của vật 
thể tròn xoay được tạo nên. 
5. Tính thể tích của vật thể tròn xoay tạo bởi giới hạn bởi 
cácđường: 3 1 ; 1 ; 0y x y y       khi nó quay quanh trục Oy. 
 
 


