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THAM LUẬN :  
 

MỘT SỐ BẤT ĐẲNG THỨC ĐẠI SỐ và BÀI TOÁN GTLN & GTNN  
CỦA BIỂU THỨC ĐẠI SỐ TRONG CÁC ĐỀ THI CĐ - ĐH 

 

Bất đẳng thức là một mảng kiến thức khó của toán học phổ thông, nó thường xuyên 
xuất hiện trong các đề thi HSG cũng như thi tuyển sinh CĐ - ĐH. Để chứng minh bất đẳng 
thức ta có nhiều phương pháp; trong đợt sinh hoạt chuyên môn của giáo viên Toán cụm 6 
vào tháng 03 năm 2011, tôi đã có tham luận giới thiệu phương pháp sử dụng các bất đẳng 
thức cổ điển (Cosi hoặc Bunhiacopski), phương pháp dùng đạo hàm . Hôm nay, trong đợt 
sinh hoạt này tôi tiếp tục trình bày thêm 4 phương pháp đặc sắc nữa để chứng minh bất 
đẳng thức cũng như tìm GTLN và GTNN của một biểu thức đại số : phương pháp dùng 
miền giá trị, phương pháp Hình học, phương pháp Hàm số và phương pháp khảo sát lần 
lượt từng biến. Chúng ta sẽ làm quen với các phương pháp này qua một số ví dụ sau đây : 

 

I. Phương pháp dùng miền giá trị: 
 

Ví dụ 1 : Cho x, y là các số thực thỏa mãn : 3x2 + 2xy + y2 = 11.  
                Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của biểu thức : P = x2 + 2xy + 3y2 . 
 Gọi T là tập giá trị của P 

   Ta có : m  T  Hệ sau có nghiệm (I)  
32

1123
22

22











myxyx
yxyx

 

 Nếu x = 0 thì hệ trở thành 


















33m
11y   

3
11

2

2

my
y

  :  m = 33 nhận 

 Xét trường hợp x  0. Đặt y = tx, ta có hệ: 

        




























11t2t3
3t2t1

t2t3
11x

    
)321(

11)23(

2

2

2
2

22

22

mmttx
ttx

  

(II)  
011-3m11)t-2(m33)t-(m

t2t3
11x

  
2

2













  

   Hệ (I) có nghiệm  Hệ (II) có nghiệm x  0  pt : (m – 33)t2 + 2(m – 11)t + 3m – 11 = 0 , 
(1) , có nghiệm 

    Nếu m = 33  thì phương trình (1) có nghiệm t = 
2
1

  

    Nếu m  33, khi đó phương trình (1) có nghiệm  
                                   0)113)(33(11)-(m  0 2'  mmt  

                                  33\]31122 ;311-[22m  0242-88m2m- 2   
 Kết hợp các trường hợp trên, ta được các giá trị của m để hệ (I) có nghiệm là 

]31122 ;311-[22m   
   Do đó :  ]31122 ;311-[22 T  . Vậy : 31122 MinP ,  31122 MaxP  
 

Ví dụ 2 : Cho hai số thực x, y thỏa mãn : 7)(222  yxyx .  
                Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của biểu thức : 33 )2()2(  yyxxP  
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 Gọi T là tập giá trị của P.  Ta có : m  T  Hệ sau có nghiệm 

(I)  
)2()2(

7)(2
33

22











myyxx

yxyx
 

 Đặt : 33 )2(   v,)2(  yyxxu  

   Ta có: 11)1()2( 3 23  xxxu   ,  tương tự : v ≥ -1 

   Hệ (I) thành (II)   
3

7
7)(3)(7

3
333




























m
muv

mvu

mvu
vuuvvu

mvu
vu

    

  

   Suy ra : u, v là hai nghiệm của phương trình  (1)   0
3

73
2 




m
mmtt  

 Hệ (I) có nghiệm  Hệ (II) có nghiệm (u, v) thỏa u ≥ - 1, v ≥ - 1  
                                Pt (1) có hai nghiệm t1, t2 thỏa - 1≤ t1 ≤ t2 

                                               

3

3

3

3
2

21

21 281
1 m V 0

2
280

01
3

7
02

0
3

)7(4

0)1)(1(
0)1()1(
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m
m

m

m
m

m
m

m
mm

tt
tt  

 Do đó :  ]28 ; 1[ 3T .  Vậy :  1MinP ,  3 28MaxP  
 

Ví dụ 3: Cho hai số thực thay đổi x  0, y  0 thỏa mãn : 22)( yxyxyxxy  .  

               Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức : 33

11
yx

P                                      (Đề TSĐH – 

Khối A – Năm 2006) 
 Gọi T là tập giá trị của P.  Ta có : m  T  Hệ sau có nghiệm x  0, y  0 : 

  11
)(
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m
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yxyxyxxy
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m
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xyyxyxxy

m
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 Đặt : S = x + y ,  P = xy  ;  điều kiện :  S2 ≥ 4P . Hệ (I) thành (II)  
3

2

2

2












m
P
S

PSSP
 

   Vì 0 y  x,  ;  0
4

3
2

3
22

222 





 

yyxyxyxPS    . Nên ta có : SP > 0  0
P
S  
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   Khi đó, hệ phương trình (I) có nghiệm x  0, y  0  Hệ (II) có nghiệm (S; P) thỏa S2 ≥ 4P 
    Nếu m ≤ 0  thì hệ phương trình (II) vô nghiệm 

    Nếu m > 0  thì từ phương trình  PmSm
P
Sm

P
S  2

2

  

   Thay vào phương trình SP = S2 – 3P ta được 
0  P  vì, (1)  3)(322  PmmPmPPm  

   Pt (1) này có nghiệm P 
1

3
)1(m

3  P  : đó Khi  .10






m

S
m

mmm  

 Quay lại, Hệ (II) có nghiệm (S; P) thỏa S2 ≥ 4P  

    1\] 16 ;0(
4

1
0

)1(
4

1

)1(
12

)1(
9
1

22









































 m

m

m

mm
m

m

mmm

m
 

 Tóm lại,  các giá trị của m để hệ (I) có nghiệm x  0, y  0  là  1\]16  ;(0m  
 

    Vậy : 16MaxP  (chú ý không tồn tại MinP) 
               
 

                 Bài tập tương tự :  
     1. Cho 2 số thực x, y thay đổi thỏa mãn 33333 )1()1( xyyyxx  .  

         Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ  nhất của biểu thức : 333 xyyxP  . 
2. Cho 2 số thực x, y thay đổi thỏa mãn x2 + y2 = 1. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ  nhất 
của biểu thức :  

2

2

221
)6(2

yxy
xyxP




 . 

3. Cho các số thực dương x, y thỏa mãn : x + y + xy = 3 . Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
: 

22

1
3

1
3 yx

x
y

y
xP 





  

II. Phương pháp Hình học: 
Ví dụ 4 : Cho x, y, z > 0 và thỏa : x + y + z ≤ 1. Chứng minh rằng : 

82111
2

2
2

2
2

2 
z

z
y

y
x

x  

                                                                                                                                  (Đề TSĐH – 
Khối A – Năm 2003) 

 Đặt 





 















 



2  ; 1  ,  2  ; 1  , 2  ; 1 z
z

cy
y

bx
x

a  

   Ta có 
:

2
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2
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2
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2
2 )23()(111111
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 Mặt khác : 

810666)(10919191)(111







 















  zyxz

z
y

y
x

x
zyx

zyx
 

                                                                        (áp dụng bất đẳng thức Cosi cho 2 số dương và vì 
x + y + z ≤ 1) 

   Suy ra : 64)(111
2









 zyx

zyx
 

 Vậy : 821864111
2

2
2

2
2

2 
z

z
y

y
x

x   (đpcm) 

Ví dụ 5: Cho x, y, z là các số dương thay đổi thỏa x + y + z ≤ 
2
3 .  Tìm GTNN của biểu thức :  

2
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y
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 Ta có 

:
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2
2

2
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3
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)(16
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zyxxyz
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    2
173

23
9.

16
15

2
139.

16
15

2
1  3 22 




zyx
 

 Dấu (=) xảy ra  x = y = z và x + y + z ≤ 
2
3   x = y = z = 

2
1

  

 Vậy :   
2
1

2
173

 zyxMinP  

Ví dụ 6: Cho x, y, z là các số thực thay đổi thỏa 










8)(2
2

2

22

yxzz
yx

 Tìm GTLN của biểu thức 

: )( xyzP   
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 Ta có : 















 






 

























6
22

8)2()2(

122222
422

8)(2
2

22

22

222

22

2

22

zyzx

xy

yzxzzyx
yx

yxzz
yx

 

 Đặt   8622
22







 



v  ,  u   xy ;  -v ,  z ;  yzxu  

   Ta có :  Pxyzzyxzxyvu 





 






 



)(
2

2
2

2.  

   Mà 348.6.. 


vuvuP  

   Dấu (=) xảy ra khi và chỉ khi 


v    vàu  cùng hướng  

   Suy ra : 4)(   )()(2
2

2
2

2 22 






yxzyxzyx

x

zy

y

zx
, vì x2 + y2 = 2 

   Suy ra : z2 = 16  z = ± 4 (vì  z2 + 2z(x + y) = 8), khi đó được 








2
1

22 yx
yx

;  giải được (x, 

y, z) là :  

  4 , 
2

31 , 
2

31 ,  4 , 
2

31 , 
2

31 ,  4- , 
2

31 , 
2

31  ,  4- , 
2

31 , 
2

31







 







 







 







 

(*) 
 Vậy : MaxP = 34   với (x; y; z) thỏa (*) 
 

Ví dụ 7: Cho x, y là các số thực thay đổi. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức  : 
                                         2)1()1( 2222  yyxyxP                 (Đề TSĐH – 

Khối B – Năm 2006) 
 Trong mặt phẳng tọa độ Oxy; xét M(x – 1; -y) , N(x + 1; y)  
   Do OM + ON ≥ MN nên 222222 1244)1()1( yyyxyx   

   Khi đó : )(212 2 yfyyP   

 Xét hàm số 212)( 2  yyyf  

    Với y ≤ 2 :   1
1
2     212)(

2

2 



y

y(y) fyyyf '  

                        
3

1
14

0
120)( 22

2 







 y

yy
y

yyyf  

                         Lập BBT, ta có  y ≤ 2 suy ra f(y) ≥ 2 + 3  

    Với y ≥ 2 :   32    5212)( 2  yyf  

 Tóm lại, ta có x, y  ;   P  32 .  Vậy 
0

2 3   1
3

x
MinP   khi y

   
 

Ví dụ 8: Cho x, y là các số thực thỏa mãn : x2 + y2 = 4. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 
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yxxP 1425425   

 Xét   5014221681425428202 2222  yxyxxyxyxxP  

                 2222 )7()1(2)4(  yxyx  
 Trong mặt phẳng tọa độ Oxy; xét A(4 ; 0) , B(1; 7) và M(x; y) 
   Vì x, y thỏa : x2 + y2 = 4 suy ra M(x; y)  (C) với (C) là đường tròn tâm O(0; 0) bán kính R 
= 2  
   Khi đó : 2P = MA + 2MB 
 Gọi I(1; 0) thì I nằm trong đường tròn (C) . Khi đó mọi điểm M  (C) ta đều có : MA = 2MI 

   Thật vậy, MA = 2MI 2222 )(4)(4


 OIMOOAMOMIMA  
                                                                 

)2(42 2222


 OIMOOIMOOAMOOAMO  

                                                                 )214(42164


 OIMOOAMO  

                                                                 0)4(2 


OIOAMO  : đúng với mọi M thuộc (C) . 
 Ta có : 2P =  MA + 2MB = 2MI + 2MB = 2(MI + MB)  ≥ 2IB = 14 
   Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi M là giao điểm của (C) và  đoạn IB. 

   Đoạn thẳng IB có phương trình : 







70
1
y

x
, suy ra M(1; 3 ) 

 Vậy: MinP = 7 khi và chỉ khi x = 1, y = 3  . 

Ví dụ 9: Cho a, b, c, d là 4 số thực thỏa mãn điều kiện : 










)(1236
)(21

22

22

dcdc
baba

.  

Chứng minh: 6226 )12()()()12(  dbca  

 Từ giả thiết, ta có 










36)6()6(
1)1()1(

22

22

dc
ba

  

 Trong mặt phẳng tọa độ Oxy; xét các điểm M(a; b), N(c; d) (trong đó a, b, c, d thỏa mãn đề 
bài) thì M nằm trên đường tròn (C1) có tâm O1(1; 1), bán kính bằng 1; N nằm trên đường tròn 
(C2) có tâm O2(6; 6) , bán kính bằng 6 . Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương :  

725725)12()()()12( 3223  MNdbca  
 Nối O với O1, O2 (O, O1, O2 thẳng hàng) cắt đường tròn (C1) tại M1 và M2 , cắt đường tròn 
(C2) tại N1, N2 (theo thứ tự O, M1, O1, M2, N1, O2, N2). Ta nhận thấy M1N2 , M2N1 tương ứng 
là các khoảng cách xa nhất và gần nhất giữa hai điểm trên hai đường tròn. Như vậy, với mọi 
cặp điểm M  (C1) và N  (C2) , ta luôn có :  

M2N1 ≤ MN ≤ M1N2  
   Trong đó : 725)12()626(262 122121  OMONNMOOOO  
   Tương tự : 725)12()626(2112  OMONNM  
   Suy ra đpcm  5 2 7 5 2 7MN     

 Dấu (=) bên trái trong bđt đã cho xảy ra  M  M2 , N  N1  
2

22 
 ba  và 

236  dc  
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   Dấu (=) bên phải trong bđt đã cho xảy ra  M  M1 , N  N2  
2

22 
 ba  và 

236  dc  
 
                    Bài tập tương tự :  
     1. Cho x, y, z > 0 . Chứng minh rằng : 

)(3222222 zyxxzxzzyzyyxyx   

     2. Cho a, b, c, d, x, y là các số thực thỏa điều kiện : 













01223
161299

8624
22

22

yx
dcdc

baba
. Tìm GTNN 

của biểu thức : 
2222 )()()()( dycxbyaxP   

                    

III. Phương pháp hàm số: 

Ví dụ 10: Cho ba số thực x, y, z thỏa mãn 








1
0
222 zyx

zyx
. Chứng minh rằng : 

54
1222 zyx  

 Ta có : 
2
1

2
1

2
  ,  2

22222







 x)x(x)z-(yz)(yyzxzy  

   Ngoài ra : 
3
2244)( 2222  xxxyzzy  

   Do đó : 246
2

22222

4
1

2
1 xxxxxzyx 





   

 Xét hàm số 
3
2t0    ,   

4
1)( 23  ttttf  

   
6
1

2
10)(    ,   0

4
123)( '2'  tttftttf  

   Lập BBT , ta thấy  

 
54
1

54
1

4
1

54
1)(   ra.Suy   

54
1)( : 

3
2,0 2222462 



 zyxxxxxftft (đpcm) 

Ví dụ 11: Cho x, y thay đổi và thỏa : (x + y)3 + 4xy ≥ 2. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức : 
                                  1)(2)(3 222244  yxyxyxP                                         (Đề TSĐH – 

Khối B – 2009) 
 Nhận xét : giả thiết cho    (x + y)3  ≥ 2 – 4xy,  mà (x + y)2 ≥ 4xy suy ra : (x + y)3 + (x + y)2 ≥ 
2  x + y ≥ 1  
 Ta có  

1)(2)2(
2
3)(

2
31)(2)(3 22224444222244  yxyxyxyxyxyxyxP  

                                                                          1)(2)(
2
3)(

2
3 2222244  yxyxyx    

                                                                           1)(2)(
2
3)(

4
3 22222222 yxyxyx            

                                                                          1)(2)(
4
9 22222  yxyx  
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 Đặt t = x2 + y2 , đk : 
2
1

2
)( 2

22 



yxyxt   , vì x + y ≥ 1 

   Ta có 
2
1    t,  )(12

4
9 2  tfttP       ;      

9
402

2
9)('  tttf  

   Lập BBT , ta có 
2
1

16
9)(,

16
9)(

2
1

 ttftft  

  Do đó : ,
16
9

P  dấu (=) xảy ra khi và chỉ khi 




























2
1
2
1

21
1

22

22

y

x

yx
yx
yx

 

                      Vậy : 
2
1

16
9

 yxMinP  
 

Ví dụ 12: Cho x, y, z là các số thực dương thay đổi thỏa điều kiện x + y + z = 3.  Tìm GTNN 
của biểu thức :  

xzzyyx
zxyzxyzyxP 222

222




  

 Nhận xét    ))(()(3 222222 zyxzyxzyx    ,  vì x + y + z = 3 
                     xzzyyxzxzyzyxyxzyx 222232323222 )()()()(3   

   Mà      2  ,  2  ,  2.2 22322322323 xzzxzzyyzyyxxyxxyx   
   xzzyyxzyxxzzyyxzyx 222222222222 )(3)(3   

   Khi đó : 222
222

zyx
zxyzxyzyxP




  

 Đặt t = x2 + y2 + z2 , ta có 3)(3)(9 2222222  zyxtzyxzyx  

                                     Ngoài ra :  
2

9 tzxyzxy 
  

   Suy ra )(
2

9 tf
t
ttP 


  

 Xét hàm số : 
2

30  ,  
2

92)(  ;   3  t,  
2

9)( 2

2
' 





 t(t)f

t
ttf

t
tttf '  

   Lập BBT suy ra :  4)(
3




tfMin
t

 khi t = 3 

 Vậy :  Pmin = 4  khi  x = y = z = 1 
 
Ví dụ 13: Cho x, y, z là các số thực dương thay đổi thỏa điều kiện x2 + y2 + z2 = 1.Tìm GTNN 
của biểu thức : 















zxyzxyxyz

zyxzyxP 1
2
1)(

333
2  

 Nhận xét   
   . )(21)(2)( 2222 zxyzxyzxyzxyzyxzyx      
   
.

   )(1)(3)()(3 222333 zxyzxyzyxxyzzxyzxyzyxzyxxyzzyx 
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   )(193)(11113
333

zxyzxy
zxyzxy

zxyzxy
zxyzxyxyz

zyx















  

   Khi đó :   













zxyzxy

zxyzxy
zxyzxy

zxyzxyP 1)(193
2
1)(21  

 Đặt t = xy + yz + zx , ta có 

1  
2

  ,  
2

  ,  
2

222
222222










 zyxzxyzxy  txzzxzyyzyxxy  

                                     Suy ra : 0 < t ≤ 1 

   Ta có  )(4221)1(93
2
121 tf

t
t

tt
ttP 



 


  

 Xét hàm số :   20  ,  42t42)(  ;   0;1  t,  422)( 2

2

2
' 


 t(t)f

tt
tf

t
ttf '  

   Lập BBT suy ra :  4)(
10




tfMin
t

 khi t = 1 

 Vậy :  Pmin = 4  khi  x = y = z = 
3

1  

 
 
Ví dụ 14: Cho x, y là hai số thực dương thỏa : )2)(()(2 22  xyyxxyyx .  

                 Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức : 
















 2

2

2

2

3

3

3

3

94
x
y

y
x

x
y

y
xP               (Đề 

TSĐH – Khối B – 2011) 
 Nhận xét : giả thiết cho  )2)(()(2 22  xyyxxyyx  

)2(1112 
















 xy

yxx
y

y
x    

                                                                                                
y

y
x

x
x
y

y
x 2212 








          

(1) 

   Theo bất đẳng thức Côsi ta có 









x
y

y
x

y
y

x
x 2222                                                     

(2) 

   Đặt 0
x
y

y
xt , từ (1) và (2) suy ra : 

2
501544 22212 2  tt--t tt  

 Ta có  )(81244)2(9)3(494 2323
2

2

2

2

3

3

3

3

tftttttt
x
y

y
x

x
y

y
xP 

















 , 

2
5

t  

   2
2
10  (t)f  , 012812)( '2' 


 tttttf  

   Lập BBT , ta có 
4
23

2
5)(

2
5 







 ftfPt  
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  Vậy : 
4
23

MinP  khi và chỉ khi 















1
2

2
1

y
x

y
x

 

                     

                    Bài tập tương tự :  
   1. Cho x, y, z là các số thực không âm thỏa mãn x2 + y2 + z2 = 1. Tìm giá trị lớn nhất của 
biểu thức : 

P = 6(y + z – x) + 27xyz 
   2. Cho x, y, z là các số thực không âm thỏa mãn x2 + y2 + z2 = 3. Tìm giá trị lớn nhất của 
biểu thức : 

zyx
zxyzxyP




5  

   3. Cho x, y, z là các số thực thay đổi. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của biểu thức : 

81161
32

444 




zyx
zyxP  

IV. Phương pháp khảo sát lần lượt từng biến : 
 

Ví dụ 15: Cho x, y, z  [0; 1]. Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức : 
)()(2 222333 xzzyyxzyxP   

 Xét zyzyxzyxxxf 233223 )(22)(   

   















)zy(yx

);(,x)zy(yx
(x)fzyxxxf '

22
2

1
22

1
22'

6
6
1

1006
6
1

0   ,   26)(  

   Qua x2 thì f ’(x) đổi dấu từ (-) sang (+) nên x2 là điểm cực tiểu 
    Nếu x2  [0; 1] thì f(x2) < f(0) và f(x2) < f(1) 
    Nếu x2  [0; 1] thì f(x) là hàm số đơn điệu giảm trên [0; 1]  
   Cả hai trường hợp này thì Maxf(x) đạt được tại x0 = 0 hoặc x0 = 1 
   Ta có )1()2()(2)(2)0( 2233233 fzyzyzyzyzyf   
   Như vậy )2()(2)1()( 2233 zyzyzyfxf   
 
 Xét 2323 222)( zzyzyyyg   

   















)z(zy

);(,y)z(zy
(y)gzyyyg '

6
6
1

1006
6
1

0   ,   126)(
2

2

1
2

1
2'  

   Tương tự như trên, Maxg(y) nếu đạt được thì xảy ra tại y = 0 hoặc y = 1 
   Nhưng )1()1(2222)0( 2323 gzzzzzg   
   Nên 32)1()( 23  zzzgyg  
 Xét 32)( 23  zzzzh  

   















)(z

)(z
(z)hzzzh '

71
6
1

071
6
1

0   ,   126)(
2

1
2'  

   Lập BBT , ta thấy z  [0; 1] thì h(z2) ≤ h(z) ≤ h(0) = h(1) = 3 
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 Vậy MaxP = 3 . 
 

Ví dụ 16: Cho x, y, z  [1; 4] và x ≥ y , x ≥ z. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức :  

                                                         
xz

z
zy

y
yx

xP









32

                             (Đề TSĐH - 

Khối A- Năm 2011)           

 Ta đặt : 
xz

z
zy

y
yx

xzfP









32

)( , z  [1; 4] 

   



















xyz

yx
(z)  ,  f

xzzy
xyzyx

xz
x

zy
yzf '

222

2

22
' 0

).()(
))((

)()(
)(  

    Nếu x = y thì 
5
6

P  

    Nếu x > y (vì x ≥ y) thì    41410 ;x,y,  ;xy khi z (z)f '   
   Lập BBT ta thấy  z  [1; 4] thì : 

1

2

32

2
32

)()(













y
x

y
x
y
x

yx
y

yx
xxyfzfP  

 Lại đặt 2141  t  nên 
y
x  ,  do 

y
xt  

   Xét 21
1

2
32

)( 2

2







 t  ,  
tt

ttg  

    210
)1.()32(

)3(6)2(68)( 222

24
' ;t  ,  

tt
tttttg 




    

   suy ra g(t) là hàm số luôn nghịch biến trên khoảng (1; 2] 

   vì vậy : 1 < t  ≤ 2  
33
34)2()(  gtg  

 Tóm lại    ,  
33
34)()()(  tgxyfzfP Dấu (=) xảy ra 



























2
1
4

4 z
y
x

y
x

xyz
   . Vậy 

MinP = 
33
34  

 
Ví dụ 17: Xét các số thực dương x y, z thỏa mãn điều kiện xyz + x + z = y. Tìm giá trị lớn 
nhất của biểu thức  

1
3

1
2

1
2

222 








zyx
P  

 Giả thiết : x + z = y(1 – xz) > 0 
xz-
zx  và  y

z
  hay  xxz

  1
101 

  

   Thay vào ta có 2
)1)(1(

)(2
1

3
1

2
22

2

22 











zx
zx

zx
P  
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 Xét hàm số  
)1)(1(

)(
1

1)( 22

2

2 zx
zx

x
xf







  với biến 0 < x < 
z
1  và z coi là tham số (z > 0) 

   
)1.()1(
)12(2)( 222

2
'

zx
zxxzxf



   ;  



















z
zzx

zzx
zxx(x)f '

1;01

1
 0 120

2
0

2

2  

   Qua x0 thì f ’(x) đổi dấu từ (+) sang (-) nên f(x) đạt GTLN tại x0    

1
1)()(

2010 


 z
zxfxfMax

z
x

    

 Lúc đó )(
1

3
1

2
1

32
1

12
1

32)(2 22222 zg
zz

z
zz

z
z

xfP 





















  

   Xét hàm số   
1

3
1

2)( 22 





zz
zzg với z > 0       

)13.()1(
)81(2)(

222

2
'






zzz
zzg  

   Với z > 0 thì g’(z) = 0 tại z0 = 
22

1  và qua z0 thì g’(z) đổi dấu từ dương sang âm nên g(z0) là 

giá trị cực đại  

   
3

10
22

1







 gP  

 Vậy 2y ,
2

1     ,
22

1    
3

10
 xrasuyzkhiMaxP  

 
                  Bài tập tương tự:  
     1. Xét hàm số :  f(x; y) = (1 – x)(2 – y)(4x – 2y) trên miền  20 ,10/);(  yxyxD .  
         Tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số f trên D .                              
     2. Xét các số thực dương x, y, z thỏa mãn điều kiện ; 21xy + 2yz + 8zx ≤ 12.  

         Hãy tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức : 
zyx

P 321
  . 

 
 
                                                                                                       Tam Kỳ, ngày 20 tháng 03 
năm 2012 
                                                                                                                         TỔ TOÁN - TIN  
                                                                                                    THPT CHUYÊN NGUYỄN 
BỈNH KHIÊM 
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THAM LUẬN 
TÌM ĐIỀU KIỆN CỦA THAM SỐ  

ĐỂ PHƯƠNG TRÌNH, HỆ PHƯƠNG TRÌNH VÀ BẤT  PHƯƠNG TRÌNH CÓ 
NGHIỆM. 

                                                                         
    Đi từ bài toán chứa tham số quen thuộc và không khó đối với học sinh bậc THPT là bài toán 
tìm điều kiện của tham số để phương trình bậc hai có nghiệm thực, nhưng nếu là tìm tham số 
để phương trình có nghiệm trên một khoảng nào đó là điều không dễ... Bài toán tìm điều kiện 
của tham số để PT, BPT và hệ PT, hệ BPT có nghiệm lại càng khó hơn bởi sự  đa dạng và đặc 
thù của nó. Để giải được các dạng bài tập này, đòi hỏi học sinh có trình độ tư duy logic và linh 
hoạt để lựa chọn phương pháp giải phù hợp với từng bài toán. Chính vì vậy mà nó thường 
được chọn để đánh giá học sinh qua các kì thi vào các trường đại học, cao đẳng hay các kì thi 
chọn học sinh giỏi các cấp. Bài viết này chỉ thể hiện một vài phương pháp giúp học sinh giải 
quyết được một số bài toán trên. 

1. Phương pháp hàm số: 
   + Nếu hàm số f(x) liên tục trên đoạn [a;b] và f(a).f(b)<0 thì phương trình f(x)=0 có ít 
nhất một nghiệm thuộc khoảng (a;b). 
   + Phương trình f(x) = m có nghiệm khi và chỉ khi m thuộc tập giá trị của hàm số y= f(x). 
    Lưu ý:  
    + Vấn đề đặt ra là khi nào sử dụng phương pháp hàm số để giải bài toán dạng này? 
Trong nhiều bài toán dẫn về việc khảo sát tam thức bậc hai trên một đoạn nào đó. Dễ thấy 
rằng, việc lựa chọn phương pháp hàm số tránh được tình trạng bỏ sót trường hợp như việc 
xét dấu tam thức bậc hai.  
   + Với phương pháp này, việc nhẩm nghiệm cũng hết sức quan trọng trong một số bài 
toán. Ta xét các bài toán sau: 
Bài toán 1:  
Tìm m để phương trình sau đây có nghiệm  243 1 1 2 1x m x x                ( Trích đề 
TSĐH khối A-2007) 
Giải: 
Điều kiện: 1x   
Ta biến đổi phương trình về dạng: 

     4
1 13 2
1 1

x xm
x x
 

  
 

       (1) 

Đặt 1 21
1 1

xt
x x


  
 

, vì 1x   nên 0 1t  . 

Điều này tương đương với m thuộc tập giá trị của hàm số  2( ) 3 2 , 0 1f t t t t     . 

Lập bảng biến thiên của hàm số trên [0;1) ta được tập giá trị là 11;
3

   
. 

Vậy phương trình có nghiệm khi và chỉ khi 11
3

m   . 

Bài toán 2: (Trích đề thi đại học Khối A-2008) 

Tìm m để phương trình sau đây có đúng hai nghiệm thực 
  4 42 2 2 6 6x x x x m       
Giải: 
Điều kiện: 0 6x  .Đặt vế trái của phương trình là    , 0;6f x x . Ta có:  
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3 34 4

3 34 4

1 1 1 1' , 0;6
2 2 2 62 2 2 6

1 1 1 1 1 , , 0;6
2 2 2 2 62 2 2 6

f x x
x xx x

x
x xx x

    


             

 

Đặt   
   

 
3 34 4

1 1 1 1,
2 62 6

u x v x
x xx x

   


. 

Ta thấy,      2 2 0 ' 2 0u v f     

Mà    ,u x v x  cùng dương trên (0;2) và cùng âm trên (2;6) nên ta có bảng biến thiên: 
                                    x              0                            2                      6 
                               f’(x)              ||          +                0        -             || 
                                                                              3 2 6   
                               f(x)   42 6 2 6     2 2  
          
Suy ra các giá trị cần tìm của m là    42 6 2 6    m < 3 2 6  .   

Bài toán 3: Cho phương trình  2 2

3
4 2 6 8

x x m
x x x x

 
   

. Tìm m để phương trình có 

nghiệm dương. 
Giải : Với 0x  , phương trình tương đương với : 

          3 1
4 41 2 6

m
x x

x x

 
     
 

  (*) 

Đặt 4 , 0 4t x do x t
x

     , ta được phương trình : 

            3 1
1 2 6

m
t t

 
 

  (**) 

Bài toán dẫn đến tìm điều kiện của m để phương trình (**) có nghiệm 4t  . 

Đặt   3 1 , 4.
1 2 6

f t t
t t

  
 

 

Xét  
   2 2

3 2' 0, 4
1 2 6

f t t
t t

     
 

 

Bảng biến thiên : 
                             t            4                                           
                            f’(t)         |                  -                              

                            f(t)        3
2

                                       

                                                                                        0  

Vậy, 30
2

m  . 

2. Phương pháp sử dụng các tính chất đặc biệt của hệ thức: 
 

Ta có các nhận xét sau đây : 
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Nhận xét 1: Nếu hệ thức là chẵn đối với x mà có nghiệm x = a thì nó cũng có nghiệm x = 
-a. Bởi vậy, hệ thức chẵn đối với x nếu có nghiệm duy nhất thì nghiệm đó là x = 0. Nếu hệ 
thức đối xứng đối với x và y mà có nghiệm x = a, y = b thì nó cũng có nghiệm x = b, y = a. 
Bởi vậy, hệ thức đối xứng đối với x và y mà có nếu nghiệm duy nhất (a,b) thì ta phải có a 
= b hay x = y. 
 

Nhận xét 2: Nếu khẳng định T nào đó đúng với mọi giá trị của  ;x I a b  thì khẳng định 

T cũng đúng khi x nhận giá trị cụ thể  ;x I a b , được chọn một cách thích hợp. 
Lưu ý: Các bài tập sử dụng các nhận xét trên được trình bày theo phương pháp điều kiện 
cần và đủ. 
 

Sau đây là một số bài toán áp dụng : 
 

     Bài toán 4: Tìm a để với mọi b, hệ phương trình sau đây có ít nhất một nghiệm :  

   2 2

2

1 1 2 (1)

1 (2)

a y
x b

a bxy x y

    

   

 

Giải : Giả sử tồn tại a để hệ có nghiệm với mọi b, khi đó, từ phương trình (2) ta xem b là 
ẩn thì nó có vô số nghiệm. Suy ra: 

                
2

0
1

1
xy

a
a x y


 

 
. 

Ngược lại, với a=1 thì dễ dàng suy ra hệ có nghiệm x=y=0 với mọi b. 
Vậy a=1 là giá trị cần tìm. 
Bài toán 5: Tìm m để hệ sau có nghiệm duy nhất 

                         
2

2 2

2
(1)

1

xx x y m

x y

    


 
 

Giải : 

Nhận xét rằng, khi thay x bởi (-x) , hệ đã cho không đổi. Do đó nếu hệ có nghiệm 
x
y





 

 

thì hệ cũng có nghiệm 
x
y




 
 

 

Giả sử hệ có nghiệm duy nhất 
x
y





 

 thì , 0       

Suy ra 0, 1.x y    Suy ra m=0 hoặc m=2. 
Ngược lại, khi m=0 thì hệ viết lại dạng: 

                                
2

2 2

2 ( )
(*)

1 ( )

xx x y a

x y b

   


 
 

Từ phương trình (b), có: 1 1y    và  0 1 1 0x x x     . 

Từ phương trình (a) ta cũng có :   02 1 2 0 1xy x x       
Từ các đánh giá trên đối với y, ta thu được y=1.  
Thay vào (b) ta được x=0. Dễ thấy (0;1) thỏa (*).  
Vậy với m=0 hệ có nghiệm duy nhất. 
Khi m=2, ta thấy hệ có ít nhất hai nghiệm phân biệt là (0;-1), (1;0) . Do đó m=2 không 
thỏa mãn.  
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Vậy m = 0 là giá trị cần tìm. 
Bài toán 6: 
Tìm m để mọi  4;6x  đều là nghiệm của bất phương trình sau: 

               24 6 2 (*)x x x x m      

Giả sử (*) đúng với mọi   4;6x  , khi đó (*) cũng đúng với 1x  . 

Hay       24 1 6 1 1 2.1 6m m           

Ngược lại, với 6m   và  4;6x  , ta có 4 0;6 0x x     nên 

  

 22

4 64 6 5
2

2 1 1 0 6 1 5

x xx x

x x m x m

      

          

      

Vậy, 6m   thì (*) đúng với mọi   4;6x  .   
 

    Bài toán 7:      Tìm a để bất phương trình   33 23 1 1 (*)x x a x x      có nghiệm. 

   Giải:  

Điều kiện: 
0

1
1 0

x
x

x


   
. 

Với điều kiện đó ta có 1 0x x    nên: 

 
       

     

3 3 3
3 2

3
3 2

(*) 1 3 1 1 1

1 3 1 :

x x x x a x x x x a

a x x x x f x

          

      
         

(*) có nghiệm khi  mina f x , với 1x  . 

Với 1x  , ta có        
3 3

3 2 3 2

1 1 0 1 0
3 1

3 1 1 3.1 1 3

x x
f x f

x x

         
      

      

Suy ra  min 3f x   với  1x  . Vậy   3a    là giá trị cần tìm.         
Bài tập tương tự: 
 
1/ Tìm m để phương trình sau có nghiệm thực 
                       44 13 1x x m x     
2/ Tìm m để phương trình sau có đúng hai nghiệm thực 
                        2 21 1x x x x m       
3/ Tìm tất cả các giá trị của m để phương trình sau có nghiệm thực 
                        2 2 4 2 21 1 2 2 1 1 1m x x x x x           

5/ Tìm m để hệ phương trình có nghiệm duy nhất 

                       
2

2

2

2

x y m

y x m

   


  
                                         

6/ Tìm a để với mọi b hệ phương trình sau luôn có ít nhất một nghiệm 
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5 5

4 2

1 1

1bx

a x y

e a by a

   


  
    

7/ Tìm m để phương trình sau có nghiệm 
                       2 24 2 1 4 2 1 2x x x x m       
8/ Tìm m để bất phương trình sau có nghiệm 
                       4 4 3x x m x m      
 

 
 
  
                                                                                                         
                                                                Tam Kỳ, ngày 20 tháng 03 năm 2012 
                                                                                   TỔ TOÁN - TIN  
                                                             THPT CHUYÊN NGUYỄN BỈNH KHIÊM 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


